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Πποηςποποίηζη ζςζηημάηων: εξιζώζειρ καηάζηαζηρ 
 

 

 

 

 

 

3.1 Ειζαγωγή 
 

 Οη πεξηγξαθέο εηζόδνπ – εμόδνπ ελόο ζπζηήκαηνο έρνπλ σο θύξην 

ραξαθηεξηζηηθό ηε ζύλδεζε ηεο εμόδνπ κε ηελ είζνδν, ρσξίο λα ιακβάλνπλ ππόςε ην 

εζσηεξηθό ηνπ, δειαδή ηε δνκή ηνπ. Ωζηόζν, ζεκαληηθό κέξνο ηεο πιεξνθνξίαο 

ζρεηηθά κε ην ζύζηεκα βξίζθεηαη ζε θπζηθέο πνζόηεηεο, νη νπνίεο, ρσξίο λα είλαη 

είζνδνη ή έμνδνη, δηαδξακαηίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηε ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο: 

απηέο είλαη νη μεηαβληηέρ καηάζηαζηρ. Δηδηθόηεξα, νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο 

ζπληζηνύλ ην κηθξόηεξν (ζε αξηζκό ζηνηρείσλ) ζύλνιν γξακκηθά αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηώλ 1( )x t , 2 ( )x t ,…, ( )nx t , πνπ πεξηγξάθνπλ θπζηθέο πνζόηεηεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη πνπ απαηηνύληαη γηα ηνλ πιήξε πξνζδηνξηζκό ηεο κειινληηθήο 

ζπκπεξηθνξάο ηνπ, όηαλ είλαη γλσζηέο νη αξρηθέο ηηκέο ηνπο, δειαδή νη 1 0( )x t , 

2 0( )x t ,…, 0( )nx t , ζε κηα αξρηθή ρξνληθή ζηηγκή 0t t , θαζώο θαη νη είζνδνη ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Με άιια ιόγηα, νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή 

0t t  πεξηέρνπλ όιε ηελ πιεξνθνξία πνπ απαηηείηαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ 

κειινληηθώλ εμόδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή γηα 0t t , όηαλ είλαη γλσζηέο νη 

είζνδνί ηνπ γηα 0t t .  

 

 Οη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο απνηεινύλ ηηο ζπληζηώζεο ηνπ διανύζμαηορ 

καηάζηαζηρ  
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                                                  (3.1) 
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ην νπνίν έρεη δηάζηαζε 1n . Τν δηάλπζκα θαη νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο είλαη 

ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ. Σπρλά όκσο, γηα απινύζηεπζε, δελ αλαγξάθεηαη ε 

εμάξηεζή ηνπο από ην ρξόλν θαη έηζη γξάθνπκε κόλν 1x , 2x ,…, nx .  

 

 Με βάζε ηηο κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο, ην γξακκηθό, ρξνληθά ακεηάβιεην 

ζύζηεκα πνιιώλ εηζόδσλ – πνιιώλ εμόδσλ κνληεινπνηείηαη κε ηε κνξθή ελόο 

ζπζηήκαηνο n  γξακκηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πξώηεο ηάμεο κε ζηαζεξνύο 

ζπληειεζηέο ηεο κνξθήο  

 

                                            ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t  ,  0 0( )x t x                                   (3.2) 

 

Απηέο νλνκάδνληαη εξιζώζειρ καηάζηαζηρ θαη ε αληίζηνηρε πεξηγξαθή είλαη ε 

πεπιγπαθή καηάζηαζηρ. Ζ έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο πξνζδηνξίδεηαη από έλα ζύζηεκα 

r  αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ κε ζηαζεξνύο ζπληειεζηέο ηεο κνξθήο  

 

                                                   ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t                                               (3.3) 

 

πνπ ιέγνληαη εξιζώζειρ εξόδος. Σηελ πεξηγξαθή (3.2), (3.3) ( )u t  θαη ( )y t  είλαη ηα 

διανύζμαηα ειζόδος και εξόδος δηαζηάζεσλ 1m  θαη 1r , αληίζηνηρα  
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                                   (3.4) 

 

Οη πίλαθεο A , B , C  θαη D  έρνπλ ζηαζεξά ζηνηρεία θαη είλαη θαηάιιειεο 

δηάζηαζεο. Δηδηθόηεξα, ν A  ιέγεηαη πίνακαρ καηάζηαζηρ θαη έρεη δηάζηαζε n n . 

Ο B  ιέγεηαη πίνακαρ ειζόδος θαη έρεη δηάζηαζε n m . Ο C  ιέγεηαη πίνακαρ 

εξόδος θαη έρεη δηάζηαζε r n . Τέινο, ν D  ιέγεηαη απ’ εςθείαρ πίνακαρ θαη έρεη 

δηάζηαζε r m . Αλ ηα ζηνηρεία ησλ πηλάθσλ A , B , C  θαη D  είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ 

ρξόλνπ, ηόηε νη εμηζώζεηο (3.2), (3.3) κε ( )A t , ( )B t , ( )C t  θαη ( )D t  δίλνπλ ηελ 

πεξηγξαθή ελόο γξακκηθνύ, σπονικά μεηαβαλλόμενος ζπζηήκαηνο.  

 

 Ο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο δηάζηαζεο n  κε ζπληεηαγκέλεο ηηο κεηαβιεηέο 

θαηάζηαζεο θαη παξάκεηξν ην ρξόλν ιέγεηαη σώπορ καηάζηαζηρ. Κάζε ζεκείν ηνπ 

ρώξνπ απηνύ νξίδεη κηα θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ ρξνληθή κεηαβνιή ηνπ 

δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο απεηθνλίδεηαη ζην ρώξν θαηάζηαζεο από κηα ηποσιά, ηεο 

νπνίαο νη εμηζώζεηο είλαη νη εμηζώζεηο θαηάζηαζεο κε παξάκεηξν ηνλ ρξόλν.  

 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην Κεθ. 2, ηάμε ελόο ζπζηήκαηνο είλαη ε ηάμε ηνπ 

καζεκαηηθνύ κνληέινπ ηνπ. Έηζη, ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζύζηεκα πεξηγξάθεηαη ζην 

ρώξν θαηάζηαζεο, ε ηάμε ηνπ ηζνύηαη κε ηνλ αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο, 

πνπ είλαη θαη ν αξηζκόο ησλ εμηζώζεσλ θαηάζηαζεο.   
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Σσήμα 3.1. Τξνρηά ηεο θαηάζηαζεο ζπζηήκαηνο δύν κεηαβιεηώλ 

 

 

3.2 Πεπιγπαθή καηάζηαζηρ θςζικών ζςζηημάηων 
 

 Σηελ παξάγξαθν απηή παξνπζηάδνληαη ηα κνληέια θαηάζηαζεο ησλ θπζηθώλ 

ζπζηεκάησλ πνπ κειεηήζεθαλ ζην Κεθ. 2. 

 

 

3.2.1 Μησανικό ζύζηημα μεηαηόπιζηρ  

 

 Θεσξνύκε θαη πάιη ην κεραληθό ζύζηεκα πνπ απνηειείηαη από κηα κάδα m , 

έλα ειαηήξην κε ζηαζεξά k  θαη απνζβεζηήξα κε ζπληειεζηή ηξηβήο f , όπσο ζην Σρ. 

2.9. Ζ δύλακε, πνπ επηδξά ζηε κάδα, είλαη ε είζνδνο u  θαη ε αληίζηνηρε κεηαηόπηζε 

είλαη ε έμνδνο y . Όπσο αλαθέξζεθε ζηελ παξ. 2.8.1, ε δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ 

πεξηγξάθεη ην ζύζηεκα είλαη  

 

                                              (2) (1)( ) ( ) ( ) ( )my t fy t ky t u t                                   (3.5) 

 

θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ είλαη 

 

                                              
2

( ) 1
( )

( )

Y s
G s

U s ms fs k
 

 
                                     (3.6) 

 

Θεσξώληαο σο κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο ηε κεηαηόπηζε θαη ηελ ηαρύηεηα, δειαδή, 

1( ) ( )x t y t  θαη (1)

2( ) ( )x t y t , πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο θαηάζηαζεο  

 

1 2( ) ( )x t x t  

                                                                                                                                 (3.7) 
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2 1 2
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     

 

ή ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή 

 

                                   
1 1

2 2

0 1 0
( ) ( )

( )1
( ) ( )

x t x t
u tk f

x t x t
m m m

   
                       

                           (3.8) 

 

Δθόζνλ ην κέγεζνο πνπ κεηξάκε είλαη ε κεηαηόπηζε, δειαδή, 1( ) ( )y t x t , ε εμίζσζε 

εμόδνπ ζα είλαη  

 

                                                      1

2

( )
( ) 1 0

( )

x t
y t

x t

 
  

 
                                            (3.9) 

 

 

3.2.2 Μησανικό ζύζηημα πεπιζηποθήρ 

 

 Τν ζύζηεκα πεξηζηξνθήο απνηειείηαη από ην θνξηίν πνπ πεξηζηξέθεηαη κε 

γσληαθή ηαρύηεηα   θαη γσληαθή επηηάρπλζε a , ππό ηελ επίδξαζε ηεο ξνπήο T . Τν 

θνξηίν έρεη ξνπή αδξαλείαο J  θαη ραξαθηεξίδεηαη από ηελ ημώδε ηξηβή κε 

ζπληειεζηή f  (Σρ. 2.10). Από ηε κειέηε ηεο παξ. 2.8.2 είλαη γλσζηό όηη ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη  

 

                                                    (1) ( ) ( )T J t f t                                             (3.10) 

 

θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ είλαη 

 

                                                   
( ) 1

( )
( )

s
G s

T s Js f


 


                                         (3.11) 

 

Σεκεηώλεηαη όηη ην ζύζηεκα απηό είλαη 1
εο

 ηάμεο. Έζησ ε κεηαβιεηή θαηάζηαζεο 

1( ) ( )x t t . Τόηε ε εμίζσζε θαηάζηαζεο είλαη  

 

                                                 1 1

1
( ) ( ) ( )

f
x t x t u t

J J
                                         (3.12) 

 

όπνπ ε είζνδνο ( )u t είλαη ε ξνπή T . Δθόζνλ ην κεηξνύκελν κέγεζνο είλαη ε γσληαθή 

ηαρύηεηα  , ε έμνδνο ζα είλαη  

 

                                                          1( ) ( )y t x t                                                   (3.13) 
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3.2.3 Ηλεκηπικό δίκηςο 

 

 Έζησ ην ειεθηξηθό δίθηπν ηνπ Σρ.2.11. πνπ απνηειείηαη από απηεπαγσγή L , 

αληίζηαζε R  θαη ρσξεηηθόηεηα C . Από ηε κειέηε ηεο παξ. 2.8.3 είλαη γλσζηό όηη ε 

δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη  

 

                            (1) 1
( ) ( ) ( ) iLi t Ri t i t dt e

C
    , κε   

1
( ) oi t dt e

C
                  (3.14)                                                                                                            

 

θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ δηθηύνπ είλαη  

 

                                            
2

( ) 1
( )

( ) 1

o

i

E s
G s

E s LCs RCs
 

 
                                 (3.15) 

 

Τν ζύζηεκα απηό είλαη 2
εο

 ηάμεο θαη επνκέλσο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ απαηηνύληαη 

δύν κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο. Έζησ 1( ) ( )x t i t dt   θαη 2( ) ( )x t i t . Τόηε  

 

1 2( ) ( )x t x t  

                                                                                                                                (3.16) 

2 1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

R
x t x t x t u t

LC L L
     

 

Αλ ππνηεζεί όηη ην κεηξνύκελν κέγεζνο είλαη ην ειεθηξηθό ξεύκα, ηόηε ε εμίζσζε 

εμόδνπ ζα είλαη  

 

                                                     1

2

( )
( ) 0 1

( )

x t
y t

x t

 
  

 
                                           (3.17) 

 

 

3.2.4 Σεπβομησανιζμόρ θέζηρ 

 

 Ο ζεξβνκεραληζκόο ζέζεο απνηειείηαη από ειεθηξηθό θηλεηήξα θαη θνξηίν, 

ηνπ νπνίνπ επηδηώθεηαη ε ζηαζεξή γσληαθή ηαρύηεηα. Ζ πεξηγξαθή ηνπ κειεηήζεθε 

ζηελ παξ. 2.8.4. Ζ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ είλαη 2
εο

 ηάμεο   

 

                                                  
2

( ) 42.3

( ) 7.7 42.3

Y s

R s s s


 
                                       (3.18) 

 

Έζησ όηη ιακβάλνληαη νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο 1( ) ( )ax t i t , 2( ) ( )x t t  θαη 

3( ) ( )x t t , όπνπ ( )t  ε γσληαθή κεηαηόπηζε θαη ( )t  ε γσληαθή ηαρύηεηα ηνπ 

θηλεηήξα. Ζ πεξηγξαθή θαηάζηαζεο είλαη  
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1
1
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p

a a a
a

m

m m

nK KR K
K K

L L L
Lx t x t

fK
x t x t u t

J J
x t x t

 
   
                               
    

  

             (3.19) 

 

 

3.3 Μεηαζσημαηιζμοί εξιζώζεων καηάζηαζηρ ζε ειδικέρ μοπθέρ 
 

 

3.3.1 Μεηαζσημαηιζμόρ ομοιόηηηαρ  

 

 Ζ πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ελόο ζπζηήκαηνο δελ είλαη κνλαδηθή: αλάινγα κε 

ην ζύλνιν κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο πνπ επηιέγνληαη, είλαη δπλαηόλ λα έρνπκε έλαλ 

αξηζκό ηζνδύλακσλ πεξηγξαθώλ γηα ην ίδην ζύζηεκα. Σηε γεληθή πεξίπησζε, γηα 

πεξηγξαθέο ηεο ίδηαο δηάζηαζεο, νη κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο κηαο επηινγήο απνηεινύλ 

γξακκηθό ζπλδπαζκό ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο κηαο άιιεο επηινγήο. Αλ, γηα 

παξάδεηγκα, δύν δηαθνξεηηθέο επηινγέο κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο νξίδνπλ ηα 

δηαλύζκαηα θαηάζηαζεο ( )x t  θαη ( )z t , απηά ζπλδένληαη κε ηε γξακκηθή ζρέζε  

 

                                                           ( ) ( )x t Tz t                                                  (3.20) 

 

όπνπ T είλαη έλαο πίνακαρ γπαμμικού μεηαζσημαηιζμού δηάζηαζεο n n . Από ηελ 

ζρέζε απηή πξνθύπηεη ε πεξηγξαθή  

 
* *( ) ( ) ( )z t A z t B u t   

                                                                                                                                (3.21) 
* *( ) ( ) ( )y t C z t D u t   

 

πνπ είλαη ηζνδύλακε ηεο (3.2), (3.3). Μπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη νη πίλαθεο ησλ 

δύν πεξηγξαθώλ ζπλδένληαη κε ηηο ζρέζεηο  

 
* 1A T AT  

 
* 1B T B  

                                                                                                                                (3.22) 
*C CT  

 
*D D  

 

νη νπνίεο απνηεινύλ έλα μεηαζσημαηιζμό ομοιόηηηαρ κεηαμύ ησλ πηλάθσλ ησλ δύν 

πεξηγξαθώλ. Σεκεηώλεηαη όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο ηζρύεη ζε κάθε 

πεξίπησζε πνπ έλα δηάλπζκα θαηάζηαζεο πξνθύπηεη από έλα άιιν κέζσ ελόο 

γξακκηθνύ κεηαζρεκαηηζκνύ. Σε θάζε πεξίπησζε, όκσο, ην ζύζηεκα έρεη ηηο ίδηεο 

εηζόδνπο θαη εμόδνπο: απηό εμεγεί ην γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο θαη ην 
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ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ ζπζηήκαηνο παξακέλνπλ αλαιινίσηα, αλεμάξηεηα 

από ηελ επηινγή ηνπ πίλαθα κεηαζρεκαηηζκνύ T .  

 

 

3.3.2 Κανονικέρ μοπθέρ θάζηρ 

 

 Έλαο από ηνπο ιόγνπο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη νη γξακκηθνί κεηαζρεκαηηζκνί 

είλαη γηα λα πάξνπκε κνληέια θαηάζηαζεο εηδηθώλ κνξθώλ. Ζ πην ζπλεζηζκέλε είλαη 

ε κανονική μοπθή μεηαβληηών θάζηρ. Μεηαβιεηέο θάζεο ιέγνληαη εθείλεο νη 

κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο πνπ ζπλδένληαη κε ηηο ζρέζεηο  

 

1( ) ( )x t y t  

 
(1)

2( ) ( )x t y t  

 
(2)

3( ) ( )x t y t  

                                                                                                                                (3.23) 

 

 

Τππηθό παξάδεηγκα κεηαβιεηώλ θάζεο απνηεινύλ ε ζέζε, ε ηαρύηεηα θαη ε 

επηηάρπλζε. Σηελ θαλνληθή κνξθή θάζεο νη πίλαθεο ηνπ κνληέινπ θαηάζηαζεο έρνπλ 

ηηο παξαθάησ εηδηθέο κνξθέο  

 

                                   

* * *

11 12 1

* * *

* 21 22 2

* * *

1 2

m

m

m m mm

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
  

,    

*

1

*

* 2

*

m

B

B
B

B

 
 
 
 
 
  

                        (3.24) 

 

όπνπ νη ππν-πίλαθεο *

iiA ,  *

ijA  έρνπλ ηε κνξθή  

 

                              *

* * * *

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

( ) ( ) ( ) ( )
i

ii

ii ii ii ii

A

a a a a  

 
 
 
 
 
 
     

                     (3.25) 

 

 

                              *

* * * *

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
j

ij

ij ij ij ij

A

a a a a  

 
 
 
 
 
 
    
 

                    (3.26) 
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                                *

* * *

1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 ( ) ( ) ( )

i

i i i i i m

B

b b b 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

                     (3.27) 

 

 

όπνπ νη i  είλαη αθέξαηνη αξηζκνί θαη 
1

m

i

i

n


 .  

 

 Όηαλ ην ζύζηεκα είλαη κηαο εηζόδνπ, ηόηε ε θαλνληθή κνξθή θάζεο έρεη ηελ 

παξαθάησ απινύζηεξε κνξθή  

 

 

                             *

* * * *

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n

A

a a a a 

 
 
 
 
 
 
     

,   *

0

0

0

1

b

 
 
 
 
 
 
  

                      (3.28) 

 

 

3.3.3 Υπολογιζμόρ κανονικήρ μοπθήρ θάζηρ ζςζηήμαηορ μιαρ ειζόδος 

 

 Έζησ ην κνληέιν θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

                                                     ( ) ( ) ( )x t Ax t bu t                                             (3.29) 

 

όπνπ b  είλαη ην δηάλπζκα εηζόδνπ.  

 

 -    Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα 

 

                                           2 1nS b Ab A b A b                                     (3.30) 

 

- Αλ ν S  είλαη αληηζηξέςηκνο, ππνινγίδνπκε ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα 1S  . Έζησ q  

ε ηειεπηαία γξακκή ηνπ 1S    

 

- Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα 
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                                                           2

1n

q

qA

P qA

qA 

 
 
 
 
 
 
  

                                                (3.31) 

 

- Υπνινγίδνπκε ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα 1P . Τόηε, ν πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ  

      είλαη ν 1T P . Οη πίλαθεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκέλνπ ζπζηήκαηνο θαλνληθήο 

      κνξθήο θάζεο δίλνληαη από ηηο γλσζηέο ζρέζεηο  

 
* 1A T AT  

                                                                                                                                (3.32) 
* 1b T b  

 

 

Παπάδειγμα 3.3.1 

 

Έζησ ην ζύζηεκα ( ) ( ) ( )x t Ax t bu t   κε πίλαθεο  

 

1 1

1 2
A

 
  

 
 ,   

1

1
b

 
  
 

 

 

Εεηείηαη λα βξεζεί ε πεξηγξαθή ζηελ θαλνληθή κνξθή θάζεο.  

 

Λύζη 

 

 Έρνπκε  

 

 
1 0

1 1
S b Ab

 
   

 
,     1

1 0

1 1
S   

  
 

 

 

Ζ ηειεπηαία γξακκή ηνπ 1S   είλαη  

 

 1 1q    

 

Άξα,  

 

1 1

2 3
P

 
  

 
 ,   1

3 1

2 1
P T

 
  

 
 

 

Οπόηε, νη κεηαζρεκαηηζκέλνη πίλαθεο είλαη  

 

*
0 1

1 3
A

 
  

 
 ,  *

0

1
b

 
  
 
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3.3.4 Υπολογιζμόρ κανονικήρ μοπθήρ θάζηρ ζςζηήμαηορ πολλών ειζόδων 

 

 Έζησ ην κνληέιν θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

                                                      ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t                                           (3.33) 

 

- Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα 

 

              1 2 11 1

1 1 1 2 2 2
m

mS b Ab A b b Ab A b A b
             (3.34) 

 

        όπνπ 
1

m

i

i

n


 .  

 

- Αλ ε επηινγή ησλ i  είλαη ηέηνηα ώζηε ν πίλαθαο S  λα είλαη αληηζηξέςηκνο,  

      ηόηε ππάξρεη ν πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ 1T P , όπνπ  

 

                                                 

1

1

1

1

2

2

2

2

1

1

2

1

1

m

m

m

m

m

q

q A

q A

q
P

q A
P

P

q A
P

q

q A

q A































 
 
 
 
 
 
 
  
  
   
  
  

    
 
 
 
 
 
 
  

                                        (3.35) 

 

όπνπ 
k

q είλαη ε k  γξακκή ηνπ 1S   θαη ηα k  πξνθύπηνπλ σο εμήο:  

 

                                                
1

k

k i

i

 


  ,   1,2,...,k m                                    (3.36) 

 

 

Παπάδειγμα 3.3.2 

 

Έζησ ην ζύζηεκα ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t   κε πίλαθεο  
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4 1 3

3 1 1

5 1 3

A

   
 


 
  

 ,   

1 1

1 0

1 1

B

 
 

 
 
   

 

 

2 0 2

0 1 1
C

 
  

 
 ,   

0 0

0 0
D

 
  
 

 

 

Εεηείηαη λα κεηαζρεκαηηζηεί ζηελ θαλνληθή κνξθή θάζεο.  

 

Λύζη 

 

 Έρνπκε  

 

 1 1 2

1 0 1

1 1 0

1 1 1

S b Ab b

 
 

  
 
   

 

 

1

1 1 1

1 0 1

0 1 1

S 

 
 


 
  

 

 

Δδώ ηζρύεη 1 2   θαη 2 1  , νπόηε 1 2 3 n    . Δπίζεο ηζρύεη 1 1 2   , 

2 1 2 3     , άξα ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ, αληίζηνηρα, ε δεύηεξε θαη ε ηξίηε γξακκή 

ηνπ 1S  , δειαδή ε 2q  θαη ε 3q . Άξα, έρνπκε  

 

2

1

2

3

1 0 1

1 0 0

0 1 1

q

P q A T

q



   
   

  
   
      

 

 

1

0 1 0

1 1 1

1 1 0

T P

 
 

  
 
  

 

 

Οη πίλαθεο ηεο θαλνληθήο κνξθήο θάζεο είλαη 

 

* 1

0 1 0

4 0 1

2 0 0

A T AT

 
 

   
 
  

 ,   * 1

0 0

1 1

0 1

B T B

 
 

 
 
  

 

 

*
2 0 0

0 0 1
C CT

 
   

 
 ,   *

0 0

0 0
D D

 
   

 
 

 



Ο. Κνζκίδνπ: Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

12 

 

 

3.3.5 Μεηάβαζη από ηην κανονική μοπθή θάζηρ ζηη διαγώνια μοπθή 

 

 Έζησ όηη έλα ζύζηεκα κηαο εηζόδνπ – κηαο εμόδνπ είλαη ζηελ θαλνληθή κνξθή 

θάζεο θαη δεηείηαη λα κεηαζρεκαηηζηεί έηζη ώζηε ν πίλαθαο *A  λα είλαη δηαγώληνο. 

Απνδεηθλύεηαη όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ν πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ T  έρεη ηε 

κνξθή  

 

                                        

1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

1 1 1 1

n

n

n n n n

n

T

   

   

      

 
 
 
 
 
 
  

                               (3.37) 

 

όπνπ i  είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα *A . Τόηε, ν *A  κεηαζρεκαηίδεηαη κέζσ ηεο 

ζρέζεο  

 

                                                          1 *T A T                                                  (3.38) 

 

όπνπ   είλαη ν δηαγώληνο πίλαθαο ησλ ηδηνηηκώλ i .  

 

 

Παπάδειγμα 3.3.3 

 

 Εεηείηαη λα δηαγσλνπνηεζεί ν πίλαθαο  

 

*

0 1 0

0 0 1

6 11 6

A

 
 


 
  

 

 

Λύζη 

 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ *A  είλαη νη 1 1  , 2 2  , 3 3  . Ο πίλαθαο κεηαζρεκαηηζκνύ είλαη  

 

1 1 1

1 2 3

1 4 9

T

 
 


 
  

 

 

Δπνκέλσο,  

 

1 *

1 0 0

0 2 0

0 0 3

T A T

 
 

  
 
  

 

 



Ο. Κνζκίδνπ: Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

13 

 

 

3.3.6 Μεηάβαζη από ηην διαθοπική εξίζωζη ζηην κανονική μοπθή θάζηρ  

 

 Έζησ έλα ζύζηεκα κε είζνδν ( )u t , έμνδν ( )y t θαη έζησ όηη απηό 

πεξηγξάθεηαη από ηε δηαθνξηθή εμίζσζε  

 

                             ( ) ( 1) (1)

1 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n

ny t a y t a y t a y t u t

                         (3.39) 

 

Οξίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο θάζεο 

 

1( ) ( )x t y t  

 
(1)

2( ) ( )x t y t  

 
(2)

3( ) ( )x t y t  

                                                                                                                                (3.40) 

 

 
( 1)( ) ( )n

nx t y t  

 

Τόηε, ε πεξηγξαθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζην ρώξν θαηάζηαζεο θαλνληθήο κνξθήο θάζεο 

είλαη  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t bu t   

                                                                                                                                (3.41) 

( ) ( )y t cx t  

όπνπ 

 

                

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n

A

a a a a 

 
 
 
 
 
 
     

,   

0

0

0

1

b

 
 
 
 
 
 
  

,   1 0 0c         (3.42) 

 

 

3.4 Μεηάβαζη από πεπιγπαθή ζε πεπιγπαθή  
 

 Σε έλα ζύζηεκα, είλαη πνιύ ζεκαληηθό λα κπνξνύκε, κε απιέο θαη εύρξεζηεο 

κεζόδνπο, λα αιιάμνπκε ηε κνξθή ηνπ κνληέινπ ηνπ. Γηα παξάδεηγκα, από κηα 

πεξηγξαθή εηζόδνπ – εμόδνπ λα παίξλνπκε ηελ πεξηγξαθή ζην ρώξν θαηάζηαζεο θαη 

αληίζηξνθα. Απηό γίλεηαη γηα ιόγνπο, είηε ζεσξεηηθνύο, είηε ππνινγηζηηθνύο 

(θαηαιιειόηεξε πεξηγξαθή γηα ηελ επίιπζε ελόο ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο). Σηε 

ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε δηάθνξνπο ηξόπνπο κεηάβαζεο από πεξηγξαθή ζε 

πεξηγξαθή.  
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3.4.1 Μεηάβαζη από ηη διαθοπική εξίζωζη ζηη ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ 

 

 Έζησ όηη έλα ζύζηεκα πεξηγξάθεηαη από ηε δηαθνξηθή εμίζσζε, ρσξίο 

παξαγώγνπο ηεο εηζόδνπ  

 

                            ( ) ( 1) (1)

1 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n

ny t a y t a y t a y t b u t

                       (3.43) 

 

όπνπ ( )y t  είλαη ε έμνδνο, ( )u t  είλαη ε είζνδνο θαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη 

κεδεληθέο, δειαδή, ( ) (0) 0ky  , 0,..., 1k n  .  

 

 Μεηαζρεκαηίδνληαο θαηά Laplace πξνθύπηεη  

 

                          1

1 1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n

ns Y s a s Y s a sY s a Y s b U s

                      (3.44) 

 

από ηελ νπνία πξνθύπηεη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο  

 

                                    0

1

1 1 0

( )
( )

( ) ...n n

n

bY s
G s

U s s a s a s a



 
   

                         (3.45) 

 

Έζησ ηώξα ε πεξίπησζε πνπ ην ζύζηεκα πεξηγξάθεηαη από κηα δηαθνξηθή εμίζσζε 

κε παξαγώγνπο ηεο εηζόδνπ 

 

            
( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 0 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )n n m m

n m my t a y t a y t b u t b u t b u t

m n

 

       


     (3.46) 

 

θαη έζησ όηη νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη κεδεληθέο. Καη’ αλάινγν ηξόπν 

απνδεηθλύεηαη όηη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο είλαη 

 

                                 
1

1 1 0

1

1 1 0

...( )
( )

( ) ...

m m

m m

n n

n

b s b s b s bY s
G s

U s s a s a s a









   
 

   
                        (3.47) 

 

 

3.4.2 Μεηάβαζη από ηη ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ ζηη διαθοπική εξίζωζη  

 

 Έζησ όηη έλα ζύζηεκα κηαο εηζόδνπ – κηαο εμόδνπ πεξηγξάθεηαη από ηε 

ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

 

                                 
1

1 1 0

1

1 1 0

...( )
( )

( ) ...

m m

m m

n n

n

b s b s b s bY s
G s

U s s a s a s a









   
 

   
                        (3.48) 

 

Τόηε, ε δηαθνξηθή εμίζσζε  

 

             ( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 0 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )n n m m

n m my t a y t a y t b u t b u t b u t 

            (3.49) 
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κπνξεί λα ιεθζεί θαη’ αληίζηξνθν ηξόπν ζέηνληαο όπνπ ks , ηελ παξάγσγν k  ηάμεο, 

γηα 0,...,k n  θαη όπνπ ( )Y s , ( )U s  ηηο ( )y t , ( )u t , αληίζηνηρα.  

 

 

3.4.3 Μεηάβαζη από ηη ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ ζηην κποςζηική απόκπιζη 

 

 Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, νη πίλαθεο κεηαθνξάο θαη θξνπζηηθήο απόθξηζεο 

ζπλδένληαη κέζσ ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace από ηηο ζρέζεηο  

 

                                                       ( ) [ ( )]G s g tL                                                 (3.50) 

 

θαη 

                                                       1( ) [ ( )]g t G sL                                               (3.51) 

 

 

3.4.4 Μεηάβαζη από ηιρ εξιζώζειρ καηάζηαζηρ ζηη ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ 

 

 Έζησ ε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t   

                                                                                                                                (3.52) 

( ) ( ) ( )y t Cx t Du t   

 

Τόηε, ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δίλεηαη από ηε ζρέζε 

 

                                                1( ) [( ) ]G s C sI A B D                                        (3.53) 

 

 

3.4.5 Μεηάβαζη από ηη ζςνάπηηζη μεηαθοπάρ ζηιρ εξιζώζειρ καηάζηαζηρ  

 

 Δπεηδή ε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο δελ είλαη κνλαδηθή, ζε αληίζεζε κε ηηο 

πεξηγξαθέο εηζόδνπ – εμόδνπ, ην πξόβιεκα ηεο κεηάβαζεο από ηε ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο ζηηο εμηζώζεηο θαηάζηαζεο, γλσζηό σο ππόβλημα ππαγμαηοποίηζηρ, 

δελ επηδέρεηαη κία θαη κνλαδηθή ιύζε. Δηδηθόηεξα, ηίζεηαη ην πξόβιεκα ύπαξμεο 

ιύζεο, δειαδή ύπαξμεο κηαο πεξηγξαθήο θαηάζηαζεο. Σηελ πεξίπησζε θαηά ηελ 

νπνία ε ιύζε ππάξρεη, αληηκεησπίδεηαη ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο κηαο πεξηγξαθήο 

πνπ λα ρξεζηκνπνηεί ηνλ ειάρηζην δπλαηό αξηζκό κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο, θαζώο 

θαη ηνλ ειάρηζην δπλαηό αξηζκό παξακέηξσλ. Γύν γλσζηέο πεξηπηώζεηο 

πξαγκαηνπνίεζεο είλαη νη εμήο: 

 

3.4.5. 1 Σςζηήμαηα μιαρ ειζόδος – μιαρ εξόδος 

 

 Έζησ έλα ζύζηεκα κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

 

                                 
1 2

1 2 1 0

1

1 1 0

...( )
( )

( ) ...

n n

n n

n n

n

b s b s b s bY s
G s

U s s a s a s a

 

 





   
 

   
                     (3.54) 
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θαη έζησ όηη σο κεηαβιεηέο θαηάζηαζεο ζα ιεθζνύλ νη κεηαβιεηέο θάζεο. Τόηε, ε 

πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ζηελ θαλνληθή κνξθή θάζεο είλαη  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t bu t   

                                                                                                                                (3.55) 

( ) ( )y t cx t  

όπνπ  

 

             

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n

A

a a a a 

 
 
 
 
 
 
     

,   

0

0

0

1

b

 
 
 
 
 
 
  

,   0 1 1nc b b b     (3.56) 

 

 

3.4.5. 2 Σςζηήμαηα πολλών ειζόδων – πολλών εξόδων 

 

 Έζησ έλα ζύζηεκα κε πίλαθα κεηαθνξάο 

 

                                     

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

m

m

r r rm

G s G s G s

G s G s G s
G s

G s G s G s

 
 
 
 
 
  

                            (3.57) 

 

όπνπ ( )ijG s  είλαη ξεηέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο  

 

                                                         
( )

( )
( )

ij

ij

ij

s
G s

p s


                                               (3.58) 

 

Έζησ επίζεο όηη 

 

                                            1

1 1 0( ) ...n n

np s s p s p s p

                                    (3.59) 

 

είλαη ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην (Δ.Κ.Π.) ησλ ( )ijp s . Τόηε, ην γηλόκελν 

( ) ( )p s G s  είλαη έλαο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη πνιπώλπκα ηνπ s  θαη 

κπνξεί λα γξαθεί κε ηε κνξθή πνιπσλύκνπ ηνπ s  κε ζπληειεζηέο πίλαθεο, δειαδή  

 

                                1 2

1 2 1 0( ) ( ) ...n n

n np s G s G s G s G s G 

                              (3.60) 

 

Τόηε, ε πεξηγξαθή ζην ρώξν θαηάζηαζεο είλαη ηεο κνξθήο  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t   

                                                                                                                                (3.61) 

( ) ( )y t Cx t  
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όπνπ 

 

                                 

0 1 2 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

m m m m

m m m m

m m m m

m m m n m

I

I

A

I

p I p I p I p I

 
 
 
 
 
 
     

                      (3.62) 

 

 

                                      

0

0

m

m

m

B

I

 
 
 
 
 
  

 ,    0 1 1nC H H H                            (3.63) 

 

0m  θαη mI  είλαη, αληίζηνηρα, ν κεδεληθόο θαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο κε δηαζηάζεηο 

m m . Οη άιιεο δηαζηάζεηο είλαη: 1nmx  , 1mu  , 1ry  , nm nmA  , 
nm mB  , r nmC  .  

 

 

Παπάδειγμα 3.4.1 

 

 Μηα πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο  

 
2

3

4
( )

4 1

s
G s

s s




 
 

είλαη ε εμήο: 

 

( ) ( ) ( )x t Ax t bu t   

 

( ) ( )y t cx t  

όπνπ  

 

0 1 0

0 0 1

1 4 0

A

 
 


 
   

 ,  

0

0

1

b

 
 


 
  

 ,   4 0 1c   

 

 

Παπάδειγμα 3.4.2 

 

 Εεηείηαη κηα πεξηγξαθή ζην ρώξν θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο κε πίλαθα 

κεηαθνξάο  
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2 2 4

( 1) ( 1)
( )

1 2

1 1

s s

s s s s
G s

s s

  
  
 
 
   

 

 

Λύζη 

 

Παξαηεξνύκε όηη ν αξηζκόο ησλ εηζόδσλ είλαη 2m   θαη ν αξηζκόο ησλ εμόδσλ είλαη 

2r  . Τν Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηώλ ησλ ζηνηρείσλ ηεο ( )G s  είλαη 2( )p s s s  , 

βαζκνύ 2n  , ηνπ νπνίνπ νη ζπληειεζηέο είλαη 0 0p   θαη 1 1p  . Δπίζεο,  

 

1 0

2 2 4 1 2 2 4
( ) ( )

2 1 2 0 0

s s
p s G s s sG G

s s

      
         
     

 

 

Ζ δηάζηαζε ηνπ ( )x t  είλαη 1 4 1nm   . Άξα έρνπκε ηελ πεξηγξαθή θαηάζηαζεο  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t   

 

( ) ( )y t Cx t  

κε 

 

2 2

0 2 1 2

0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

I
A

p I p I

 
 

          
 

 

 

 

2

2

0 0

0 0 0

1 0

0 1

B
I

 
 

        
 
 

 ,    0 1

2 4 1 2

0 0 1 2
C H H

 
   

 
 

 

 

3.5 Επίλςζη εξιζώζεων καηάζηαζηρ  
 

 Από ηηο εμηζώζεηο θαηάζηαζεο ηεο κνξθήο  

 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t       

                                                                                                                               (3.64) 

0 0( )x t x  

 

είλαη δπλαηόλ λα πξνθύςεη ε ηηκή ηνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο ( )x t . Απηό είλαη 

επηζπκεηό, ηόζν ζε πξνβιήκαηα αλάιπζεο, πξνθεηκέλνπ λα κειεηεζεί ε 

ζπκπεξηθνξά ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο, όζν θαη ζε πξνβιήκαηα ζύλζεζεο, 

πξνθεηκέλνπ λα πινπνηεζεί ε αλάδξαζε θαηάζηαζεο.  



Ο. Κνζκίδνπ: Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

19 

 

 

 Γηα ην ζθνπό απηό απαηηείηαη ε επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ θαηάζηαζεο, νη 

νπνίεο είλαη γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο πξώηεο ηάμεο. Απνδεηθλύεηαη όηη ε 

ιύζε ( )x t  δίλεηαη από ηε ζρέζε 

 

                                    

0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t

x t t t x t t Bu d                                  (3.65)            

 

- Ο πξώηνο όξνο είλαη ε ιύζε ηνπ ομογενούρ ζςζηήμαηορ, δειαδή ηνπ 

ζπζηήκαηνο  

 

                                                         ( ) ( )x t Ax t                                                 (3.66) 

 

       πνπ ηζρύεη γηα ηελ πεξίπησζε κεδεληθήο εηζόδνπ.  

 

- Ο δεύηεξνο όξνο είλαη ε ιύζε ηνπ μη ομογενούρ ζςζηήμαηορ.  

 

- Ο πίλαθαο 0( ) n nt t     ιέγεηαη μεηαβαηικόρ πίνακαρ θαηάζηαζεο θαη 

ηθαλνπνηεί ηελ νκνγελή εμίζσζε, δειαδή  

 

                                                   0 0( ) ( )t t A t t                                              (3.68) 

 

 Ο κεηαβαηηθόο πίλαθαο ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε  

 

                                         0( ) 1 1

0( ) [( ) ]
A t t

t t e sI A
      L                                 (3.69) 

 

Δίλαη θαλεξό όηη ν 0( )t t   εμαξηάηαη κόλν από ηνλ πίλαθα θαηάζηαζεο A  θαη 

παξηζηά ηελ ελεύθεπη απόκπιζη ηνπ ζπζηήκαηνο (ή απόθξηζε κεδεληθήο δηέγεξζεο), 

δειαδή απηή πνπ πξνθύπηεη όηαλ ην ζύζηεκα δηεγείξεηαη κόλν από ηηο αξρηθέο ηνπ 

ζπλζήθεο. Δπηπιένλ, ν πίλαθαο 0( )t t   πξνζδηνξίδεη πιήξσο ηε «κεηάβαζε» ηνπ 

δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο από ηελ αξρηθή ηνπ ηηκή 0( )x t  ζε κηα νπνηαδήπνηε ηηκή 

( )x t , ζύκθσλα κε ηε ζρέζε  

 

                                                    0 0( ) ( ) ( )x t t t x t                                             (3.70) 

 

Ο κεηαβαηηθόο πίλαθαο ραξαθηεξίδεηαη από ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 

1. (0) I                                                                                                               (3.71) 

 

2. 1( ) ( )t t                                                                                                      (3.72) 

 

3. 2 1 1 0 2 0( ) ( ) ( )t t t t t t      ,   0 1 2, ,t t t                                                          (3.73) 

 

4. [ ( )] ( )kt kt                                                                                                    (3.74) 
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3.5.1 Υπολογιζμόρ ηος μεηαβαηικού πίνακα  

 

 Γηα ηνλ αξηζκεηηθό ππνινγηζκό ηνπ κεηαβαηηθνύ πίλαθα έρνπλ αλαπηπρζεί νη 

παξαθάησ κέζνδνη: 

 

1
η
 μέθοδορ: Φξεζηκνπνηνύκε ηε ζρέζε  

 

                                                  1 1( ) [( ) ]t sI A   L                                           (3.75) 

 

όπνπ γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 1( )sI A   ρξεζηκνπνηείηαη ν αιγόξηζκνο ηνπ Leverrier  

 

                                 
1 2

1 1 2 1

1

1 1

...
( )

...

n n

n n

n n

n n

s F s F sF F
sI A

s a s a s a

 
 





   
 

   
                         (3.76) 

 

όπνπ  

 

                                 

1

2 1 1

1 1n n n

F I

F AF a I

F AF a I 



 

 

               

1 1

2 2

( )

1
( )

2

1
( )n n

a tr AF

a tr AF

a tr AF
n

 

 

 

                       (3.77) 

 

2
η
 μέθοδορ: Βαζίδεηαη ζηε δηαγσλνπνίεζε ηνπ πίλαθα θαηάζηαζεο A . Όπσο είλαη 

γλσζηό, αλ ν πίλαθαο A  έρεη δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο, ηόηε ν πίλαθαο M  ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ δηαγσλνπνηεί ηνλ A , δειαδή,  

 

                                                          1M AM                                                  (3.78) 

 

όπνπ   είλαη ν δηαγώληνο πίλαθαο ηδηνηηκώλ ηνπ A . Έζησ όηη 1 , 2 ,…, n  είλαη νη 

ηδηνηηκέο απηέο. Τόηε ηζρύεη  

 

                                         

1

2

0 0

0 0
( )

0 0 n

t

t

At

t

e

e
t e

e







 
 
   
 
 
  

                                (3.79) 

 

 

3
η
 μέθοδορ: Βαζίδεηαη ζηελ αλάπηπμε ηνπ Ate  ζε δπλακνζεηξά 

 

                                         2 2 3 31 1
...

2! 3!

Ate I At A t A t                                     (3.80) 

 

θαη ππνινγηζκό ησλ επί κέξνπο όξσλ.  
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Παπάδειγμα 3.5.1 

 

 Εεηείηαη λα βξεζεί ε γεληθή ιύζε ησλ εμηζώζεσλ θαηάζηαζεο  

 

1 1

2 2

( ) ( )0 1 0
( )

( ) ( )2 3 1

x t x t
u t

x t x t

      
       

       
,   

1

2

(0) 0

(0) 1

x

x

   
   
  

,   ( ) 1u t  ,   0 0t   

 

Λύζη 

 

Υπνινγίδεηαη ν 0( ) ( 0) ( )t t t t      από ηελ πξώηε κέζνδν. Έρνπκε  

 

1

1
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Άξα, ε γεληθή ιύζε είλαη  

 

2 2 2
1

2 2 22

1 1 1 1
( )

2 2 2 2
( )

2

t t t t t

t t t t t

x t e e e e e

x t
e e e e e

    

    

   
                       

 

 

 

 

 



Ο. Κνζκίδνπ: Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

22 

 

3.6 Κύπια ζημεία  
 

 Μεηαβιεηέο θαηάζηαζεο, δηάλπζκα θαηάζηαζεο, εμηζώζεηο θαηάζηαζεο 

 

 Πεξηγξαθέο θαηάζηαζεο θπζηθώλ ζπζηεκάησλ 

 

 Μεηαζρεκαηηζκνί δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο – θαλνληθή κνξθή θάζεο  

 

 Μεηάβαζε από πεξηγξαθή ζε πεξηγξαθή 

 

 Δπίιπζε εμηζώζεσλ θαηάζηαζεο – κεηαβαηηθόο πίλαθαο 

 

 

3.7 Αζκήζειρ Κεθαλαίος 3 
 

Άζκηζη 3.1  

 

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ παξαθάησ ζπζηήκαηνο 

 

 
 

Λύζη 
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


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Οη εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 
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Παξαγσγίδνληαο ηηο δύν πξώηεο εμηζώζεηο πξνθύπηεη 
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Οη εμηζώζεηο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γξάθνληαη ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή σο 

εμήο: 
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Ή αιιηώο 
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Ζ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

 

 

 

 

1

1

2

3 2 4
( ) ( ) 2 2

4 4 3

4 2 41
2 2

4 3 3det( )

4( 4) 61
2 2 ...

16 3( 3)( 3)( 4) 8

14 6
( )

4

s
H s C sI A b

s

s

ssI A

s

ss s

s
H s

s s




    

      
   

   
   

     

  
 

      




 

 

 

 

Άζκηζη 3.2  

 

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο κε πεξηγξαθή ρώξνπ 

θαηάζηαζεο 

 



Ο. Κνζκίδνπ: Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ 

 

24 

 

1 3

2 4

3 2 3 1

4 2 3 2

3 2

2

x x

x x

x x x u

x x x u





   

   

 

 

Λύζη 

 

Έρνπκε  

 

1 1

2 2 1

3 3 2

4 4

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 3 2 0 1 0

0 1 2 0 0 1

x x

x x u

x x u

x x

      
      

                   
      

       

 

 
2

1

4 3 2

1 31
( ) ( ) ...

2 4 2 2

s
H s sI A B

s s s s s s


  

     
       

 

 

Άζκηζη 3.3  

 

Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 
x Ax Bu
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Άζκηζη 3.4 

 

Να βξεζεί κία πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ κεηαθνξάο 
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Λύζη 

 

0 1b  ,  1 2b  ,  0 5a  ,  1 1a  ,  2 2a  ,  3 4a  ,  4 1a   
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Λύζη 

 

Γηαζηάζεηο ( )H s :  p m ,  1p  ,  2m   

 
2( ) ( 1)( 2) 3 2p s s s s s       

 

2n  ,  0 2p  ,  1 3p   

 

Γηάζηαζε x :  1 4 1nm    
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Άζκηζη 3.5  

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα 
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Εεηείηαη λα βξεζεί ε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

Λύζη 

 

Από ην δηάγξακκα βαζκίδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθύπηεη 
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Άζκηζη 3.6  

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα 
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Να βξεζεί ε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

Λύζη 
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Άζκηζη 3.7  

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ ζρήκαηνο  

 

 
 

Εεηείηαη λα βξεζεί ε πεξηγξαθή θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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Άζκηζη 3.8  

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη από ηελ εμίζσζε 
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Άζκηζη 3.9 

 

Να βξεζεί ν κεηαβαηηθόο πίλαθαο θαη ν αληίζηξνθόο ηνπ, όηαλ 

 

( ) ( )x t Ax t ,  
0 3

1 4
A

 
  

  
 

 

Λύζη 
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Ηδηόηεηα ηνπ κεηαβαηηθνύ πίλαθα: 1( ) ( )t t   . Δπνκέλσο,  
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Άζκηζη 3.10 

 

Να βξεζεί ε ειεύζεξε απόθξηζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

( ) ( )x t Ax t ,  
1 0

1 1
A

 
  
 

 

 

κε αξρηθέο ζπλζήθεο 1(0) 1x  , 2(0) 1x   . 

 

Λύζη 
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Διεύζεξε απόθξηζε: 
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 Άλςηερ αζκήζειρ 
 

Άζκηζη Α3.1 

 

Γίλεηαη ην παξαθάησ δηάγξακκα βαζκίδσλ 

 

 

 
 

 

Εεηείηαη λα βξεζεί κία πεξηγξαθή θαηάζηαζεο θαλνληθήο κνξθήο θάζεο, ηεο κνξθήο  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t
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Άζκηζη Α3.2 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο  
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Όπνπ ( )u t είλαη ε είζνδνο, ( )y t  ε έμνδνο θαη ( )ix t , 1,...4i   είλαη νη κεηαβιεηέο 

θαηάζηαζεο.  

 

Να βξεζνύλ:  

 

1. Οη εμηζώζεηο θαηάζηαζεο θαη ε εμίζσζε εμόδνπ ζε δηαλπζκαηηθή κνξθή 

 

2. Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

 

Άζκηζη Α3.3 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ζε πεξηγξαθή ρώξνπ θαηάζηαζεο 

 

( ) ( ) ( )x t Ax t bu t   

 

1 2

1
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 
  

 
,  

1

1
b

 
  
 

 

 

 

1. Να βξεζεί ε πεξηγξαθή θαλνληθήο κνξθήο θάζεο 

 

2. Από ηε κνξθή απηή λα βξεζεί ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

 

Άζκηζη Α3.4 

 

Να βξεζεί κία πεξηγξαθή θαηάζηαζεο γηα ηελ παξαθάησ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 
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Άζκηζη Α3.5 

 

Γίλεηαη ην ζύζηεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο 

 

 

 
 

1. Να βξεζεί ε πεξηγξαθή ρώξνπ θαηάζηαζεο 

2. Πνην ζα είλαη ην δηάγξακκα βαζκίδσλ θαη ε αληίζηνηρε πεξηγξαθή ρώξνπ 

θαηάζηαζεο, όηαλ 0 3b  , 1 2 0b b  , 0 2a  , 1 0a  , 2 1a    

3. Γηα ηε κνξθή απηή λα βξεζεί ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν  
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